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Teoremi di passaggio al limite
Teorema di Beppo Levi (della convergenza mono`tona)
Sia E ∈ A e sia (fn) una successione di funzioni misurabili tale che
per x ∈ E
0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ · · · (C)
Poniamo
f(x) = lim
n→∞ fn(x). (D)
Allora
lim
n→∞
∫
E
fndµ =
∫
E
fdµ
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Osservazione. Se la successione di funzioni e` decrescente il teorema
non vale.
Infatti basta prendere fn(x) =
1
n per ogni x ∈ R in modo che per ogni
n ∈ N ∫ ∞
−∞
fn(x)dx =∞
ma fn(x)↘ f(x) = 0
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Dimostrazione. Dalla (C) abbiamo che esiste α ∈ [0,+∞] tale che
lim
n→∞
∫
E
fndµ = α
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Dimostrazione. Dalla (C) abbiamo che esiste α ∈ [0,+∞] tale che
lim
n→∞
∫
E
fndµ = α
D’altra parte siccome
∫
E
fndµ ≤
∫
E
fdµ si ha
α ≤
∫
E
fdµ (E)
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Fissiamo un numero 0 < c < 1 ed una funzione semplice tale che
0 ≤ s ≤ f e poniamo per ogni n ∈ N:
En = {x ∈ E | fn(x) ≥ cs(x)}
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Fissiamo un numero 0 < c < 1 ed una funzione semplice tale che
0 ≤ s ≤ f e poniamo per ogni n ∈ N:
En = {x ∈ E | fn(x) ≥ cs(x)}
per (C) abbiamo E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ · · · e per (D)
E =
∞⋃
n=1
En
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Per ogni n ∈ N ∫
E
fndµ ≥
∫
En
fndµ ≥ c
∫
En
sdµ (F)
Passiamo al limite per n→∞ in (F). Siccome per il teorema di gene-
razione di misure l’integrale e` una funzione d’insieme numerabilmente
additiva possiamo usare il teorema dell’invasione nell’ultimo integrale
in (F) ed ottenere
α ≥ c
∫
E
sdµ.
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Per ogni n ∈ N ∫
E
fndµ ≥
∫
En
fndµ ≥ c
∫
En
sdµ (F)
Passiamo al limite per n→∞ in (F). Siccome per il teorema di gene-
razione di misure l’integrale e` una funzione d’insieme numerabilmente
additiva possiamo usare il teorema dell’invasione nell’ultimo integrale
in (F) ed ottenere
α ≥ c
∫
E
sdµ.
Passando al limite per c↗ 1 vediamo che
α ≥
∫
E
sdµ
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passando all’estremo superiore in s
α ≥
∫
E
fdµ (G)
La tesi segue da (D), (E) ed (F). 
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Corollario
Se
∞∑
n=1
fn e` una serie di funzioni a valori in [0,+∞] di dominio X
allora ∫
X
∞∑
n=1
fndµ =
∞∑
n=1
∫
X
fndµ
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Teorema della convergenza dominata
Sia (X,A, µ) , uno spazio misura, (fn)n una successione reale di fun-
zioni misurabili in X di dominio X tale che
lim
n→∞ fn(x) = f(x)
Supponiamo che esista g ∈ L(X) a valori in [0,+∞] tale che per ogni
x ∈ X ed ogni n ∈ N
|fn(x)| ≤ g(x)
Allora
lim
n→∞
∫
X
fndµ =
∫
X
f dµ
10/13 Pi?
22333ML232
Esercizio: Calcolare
lim
n→∞
∫ ∞
1
ne−nx
1 + nx
dx
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Considero, per x ∈ [1,+∞) la funzione
hn(x) =
n
1 + nx
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E` una funzione decrescente di x : per ogni x ∈ [1,∞)
h′n(x) = −
n2
(1 + nx)2
< 0
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Esercizio: Calcolare
lim
n→∞
∫ ∞
1
ne−nx
1 + nx
dx
Considero, per x ∈ [1,+∞) la funzione
hn(x) =
n
1 + nx
E` una funzione decrescente di x : per ogni x ∈ [1,∞)
h′n(x) = −
n2
(1 + nx)2
< 0
Poi essendo
lim
x→∞
n
1 + nx
= 0
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ed essendo anche
sup
x∈[1,∞)
n
1 + nx
= hn(1) =
n
1 + n
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ed essendo anche
sup
x∈[1,∞)
n
1 + nx
= hn(1) =
n
1 + n
Posso concludere che
|hn(x)| ≤ n
1 + n
< 1
e da questo ∣∣∣∣ ne−x1 + nx
∣∣∣∣ < e−nx ≤ e−x
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ed essendo anche
sup
x∈[1,∞)
n
1 + nx
= hn(1) =
n
1 + n
Posso concludere che
|hn(x)| ≤ n
1 + n
< 1
e da questo ∣∣∣∣ ne−x1 + nx
∣∣∣∣ < e−nx ≤ e−x
avendo cos`ı mostrato che le ipotesi del teorema della convergenza
dominata sono verificate, allora:
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lim
n→∞
∫ ∞
1
ne−nx
1 + nx
dx =
∫ ∞
1
lim
n→∞
ne−nx
1 + nx
dx =
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lim
n→∞
∫ ∞
1
ne−nx
1 + nx
dx =
∫ ∞
1
lim
n→∞
ne−nx
1 + nx
dx =
∫ ∞
1
0 dx = 0
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Esempio di passaggio al limite “sbagliato”
fn(x) = n
2
√
x e−nx, x ∈ [0,+∞)
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Esempio di passaggio al limite “sbagliato”
fn(x) = n
2
√
x e−nx, x ∈ [0,+∞)
Si dimostra la stima
|fn(x)| ≤ fn( 1
2n
) =
n
√
n
2
e−1/2
che pero` dipende dall’indice n
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Esempio di passaggio al limite “sbagliato”
fn(x) = n
2
√
x e−nx, x ∈ [0,+∞)
Si dimostra la stima
|fn(x)| ≤ fn( 1
2n
) =
n
√
n
2
e−1/2
che pero` dipende dall’indice n∫ +∞
0
fn(x)dx =
√
n
∫ +∞
0
√
xe−xdx→ +∞ per n→ +∞
D’altra parte
lim
n→∞n
2
√
x e−nx = 0
